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摘　要　声波方程数值模拟已广泛应用于理论地震计算，同时构成了地震逆时偏移成像技术的基础．对于有限差

分法而言，在满足一定的稳定性条件时，普遍存在着因网格化而形成的数值频散效应．如何有效地缓解或压制数值

频散是有限差分方法研究的关键所在．为精确求解空间偏导数，相继发展了高阶差分格式优化方法和伪谱方法．近

期，为更好地缓解数值频散，提出了时间空间域有限差分方法，该方法采用了泰勒展开近似方法来确定有限差分

格式系数，因而只能保证在一定的小范围内很好的拟合波场传播规律．为进一步压制数值频散效应，本文引入了时

间－空间域特定波数点满足频散关系的方法，根据震源、波速和网格间距确定波数范围，同时考虑了多个传播角

度，然后建立方程确定了相应的有限差分格式系数，使得差分系数能在更大范围符合波场传播规律．通过频散分析

和正演模拟，验证了本文方法的有效性．
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１　引　言

声波方程有限差分方法因为计算效率高、所需

内存小、实现简单，而广泛应用于地震正演研究［１９］，

同时是地震逆时偏移成像技术得以快速发展的基

础［１０１３］．网格频散是有限差分中至关重要的问

题［１，１４］，直接影响着有限差分法在波动方程中的应

用．网格频散是由对时间和空间偏导数的网格化造

成的，相速度变成了网格间距的函数［１，１５］，这会导致

地震波的数值相速度不等于地球介质的真实相速

度，使得波场模拟的精度降低．一般来说，如果存在

时间频散，则高频的相速度的增大；如果存在空间频

散，则高频的相速度减小［１５］．

为了缓解或者压制网格数值频散效应，一般采

用两种措施：其一是采用低阶差分格式，要求时间步

长和空间步长非常小，这会造成所需内存和计算量

过大而无法应用于三维的情况，特别是难以应用于

实际地震观测系统的数据逆时偏移（空间采样间隔

已固定）；其二是采用高阶差分格式，一般情况下，时

间方向采用二阶差分格式，空间方向采用高阶差分

格式或伪谱法．高阶差分格式主要是利用等波纹准

则或最小误差准则优化设计差分系数实现对空间偏

导数的近似．伪谱法则是通过正、反傅里叶变换来实

现空间偏导数的精确求解．两种方法相比，高阶空间

差分格式具有精度适中、计算效率高的特征而得到

广泛应用，特别是用于地震逆时偏移成像．伪谱法计

算精度高，但因计算量过大，一般常用于地震正演模

拟．此外，Ｄａｂｌａｉｎ
［１５］和Ｃｈｅｎ

［１６，１７］提出了时间方向导

数的四阶有限差分格式，提高了波场模拟的精度．

在空间方向偏导数差分格式近似计算方面已开

展了大量研究工作，积累了大量的研究成果．考虑到

在地震波场数值模拟中，需在时间方向和空间方向

同时网格化，两者共同决定着数值频散特征，进而共

同影响着波场模拟的精度，使得单纯依靠空间方向

偏导数计算精度的提高，并不意味着可直接导致波

场模拟精度的提高．鉴于上述原因，近年来Ｅｔｇｅｎ
［１８］

提出了相速度误差最小的高斯牛顿迭代法确定时

间空间域有限差分系数．Ｆｉｎｋｅｌｓｔｅｉｎ提出了在时

间空间域内设计与确定有限差分格式的新方法，以

期提高正演模拟计算精度．其方法原理是时间空间

域对波数进行泰勒展开、特定频率点满足相速度关

系、群速度关系的组合，用以控制精度的阶数和频

散［１９，２０］．Ｌｉｕ提出了在时间空间域对波数进行泰勒

展开，通过匹配系数确定有限差分系数，提高了时

间空间域有限差分算子精度的阶数．频散关系分析

与正演模拟表明与传统的差分方法相比，时间空间

域对波数进行泰勒展开确定有限差分系数能够提高

波场模拟精度［２１２３］．

从时间空间域差分方法的实现中，可以看出有

以下两点能够进一步提高，其一是波数方向上的泰

勒展开近似限制了差分格式只能适于一定的波数范

围，其二是利用波场特定传播方向上的频散关系来

确定差分格式的系数，这不仅难以保证其他传播方

向的精度，而且还存在着会导致数值各向异性出现

的可能．为此，本文引入了特定波数点满足时间空

间域频散关系的方法［１９，２０］．通过震源频率、速度和

空间间距选取合适的波数点满足频散关系来确定有

限差分系数，方法本身无需在波数方向上进行泰勒

展开近似，同时能够考虑波场在不同传播方向上的

频散关系，这会使得新的差分格式不仅能在更大的

频率范围符合波场传播规律，也会使数值各向异性

问题得到处理．通过频散分析和波场正演模拟，验证

了本文方法的有效性．

２　声波方程时间空间域有限差分格式

对于三维声波方程
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其中
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犺表示网格长度，τ表示时间步长，犕 表示差分格式

的算子长度．

对于时间导数，采用二阶有限差分近似，得到
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将τ＝狉犽犺代入上式，在犽犺＝０处对波数进行泰勒

展开，易得［２０２２］

∑
∞

犼＝１

（－１）犼
狉２犼－２（犽犺）２犼

（２犼）！
≈
３

２
犮０＋∑

犕

犿＝１

犮犿［３＋∑
∞

犼＝１

（－１）犼
（犿犽犺）２犼（ｃｏｓ２犼θｃｏｓ

２犼
＋ｃｏｓ

２犼θｓｉｎ
２犼
＋ｓｉｎ

２犼θ）
（２犼）！

］， （９）

比较犽２犼项的系数，得到

犮０＋２∑
犕

犿＝１

犮犿 ＝０，

∑
犕

犿＝１

犿２犼（ｃｏｓ２犼θｃｏｓ
２犼
＋ｃｏｓ

２犼θｓｉｎ
２犼
＋ｓｉｎ

２犼θ）犮犿 ＝狉
２犼－２，（犼＝１，２，…，犕

烅

烄

烆 ）

（１０）

　　上式是待定系数（犆犿，犿＝１，２，…，犕）的线性

方程组，线性方程组的系数为θ和的函数，在给定

方向（θ和）后，即可求解出差分格式系数犆犿，

犿＝１，２，…，犕．

从上述时间空间域有限差分格式实现过程中，

可以看出差分格式的精度直接取确于三角函数在

犽犺等于０时泰勒展开的近似精度，从图１中，可以

看出在波数较小范围内，泰勒展开具有高的近似精度，

随着波数增大，近似精度快速下降．此外，从图２中可

以看出该方法明显优于传统的差分格式，也确实存在

数值各向异性效应（即频散关系随传播方向而变化）．

３　声波方程时间空间域有限差分格

式优化方法

本文时间空间域有限差分格式基于下面的认

识：根据震源频率、速度和网格间距确定需要满足频

散关系的波数范围占总波数的比例，即

狉＝
犽ＦＤ
犽ｔｏｔａｌ

＝
２π犳／狏
π／犺

＝
犳

狏／（２犺）
， （１１）

其中，犳是震源频率的上限，狏是波速，犺是空间采样

间距．假设震源最高频率４０Ｈｚ，波速２０００ｍ／ｓ，空

间间距２０ｍ，则需要满足频散关系的波数范围占总

图１　余弦函数不同阶数泰勒展开的误差

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｅｒｒｏｒｏｆＴａｙｌｏｒｅｘｐａｎｓｉｏｎ

ｆｏｒｔｈｅｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

波数范围的８０％；其它条件不变，如果波速２５００ｍ／ｓ，

则需要满足频散关系的波数范围占总波数的６４％．

因此速度越高，满足频散关系的波数范围越小，需要

的算子长度越短．在确定的波数范围内选取 犕＋１

个均匀分布的波数点，在这些特定的波数点满足时

间空间域频散关系
［１８１９］，并考虑不同的传播角度．

定义犪
犺

犽犾
，犿 ＝ｃｏｓ（犿犽犾犺），犽犾（犾＝狓，狔，狕）的第犻个分

９９４３
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量表示为犽犻，犾，犽狓 ＝犽ｃｏｓθｃｏｓ，犽狔 ＝犽ｃｏｓθｓｉｎ，犽狕 ＝犽ｓｉｎθ，则由公式（８）得到

　　　　∑
２π

＝０
∑
２π

θ＝０

３／２ 犪
犺

犽
１，狓
，１＋犪

犺

犽
１，狔
，１＋犪

犺

犽
１，狕
，１

… 犪
犺

犽
１，狓
，犕 ＋犪

犺

犽
１，狔
，犕 ＋犪

犺

犽
１，狕
，犕

   

３／２ 犪
犺

犽犕＋１，狓
，犕 ＋犪

犺

犽
犕＋１，狔

，犕 ＋犪
犺

犽犕＋１，狕
，犕

… 犪
犺

犽
犕＋１，狓

，犕 ＋犪
犺

犽犕＋１，狔
，犕 ＋犪

犺

犽犕＋１，狕
，

烄

烆

烌

烎犕

犮０



犮

烄

烆

烌

烎犕

　　　　　　 ＝
１

狉２∑
２π

＝０
∑
２π

θ＝０

ｃｏｓ（犽１狏τ）－１



ｃｏｓ（犽犕＋１狏τ）－

烄

烆

烌

烎１

， （１２）

图２　空间域泰勒展开法和时间空间域常规方法的频散误差图

（ａ）空间域泰勒展开法；（ｂ）时间空间域常规方法．其中：犕＝１０，

速度狏＝３０００ｍ／ｓ，空间步长犺＝１０ｍ，时间步长τ＝０．００１ｓ

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒｓ：（ａ）ｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）ｔｈｅｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎ

Ｔａｙｌｏｒｅｘｐａｎｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄｗｈｅｎ犕＝１０，狏＝３０００ｍ／ｓ，犺＝１０ｍ，τ＝０．００１ｓ

　　 公式（１２）是一个犕＋１维的线性方程组，易通

过迭代法或直接的矩阵分解方法解得有限差分系

数．但直接法的计算量大，因此在本文中，我们采用

迭代求解方法．为此，定义（１２）左边的系数矩阵为

犃，系数向量为犮，右端项为犱，则（１２）的解可以通过

求极小化问题

ψ（犮）＝ ‖犱－犃犮‖
２

犾
２
→ｍｉｎ （１３）

来达到．容易算得函数ψ的梯度为

犵（犮）＝犃
Ｔ（犃犮－犱）， （１４）

于是我们构造迭代算法如下［２４］：

犮犽＋１ ＝犮犽－α犽犵犽，

α犽 ＝γ１
犵
Ｔ

犽犵犽

犵
Ｔ

犽犃
Ｔ犃犵犽

＋γ２
犵
Ｔ

犽犃犵犽

犵
Ｔ

犽
（犃Ｔ犃）２犵犽

， （１５）

其中犵犽＝犃
Ｔ（犃犮犽－犱），γ１和γ２为０到１之间的数．

这种解法的效率高，在更大的频率范围和更广的传

播角度内频散小．

４　频散关系分析

４．１　一维有限差分系数的频散分析

一维声波方程有限差分的频散公式为［２２］

　　δ＝
２

狉犽犺
ａｒｃｓｉｎ 狉２∑

犕

犿＝１

犪犿ｓｉｎ
２（犿犽犺／２槡

）， （１６）

定义１－δ是频散误差，则１－δ的值越接近０，频散

误差越小；否则频散误差越大．

由图３可以看到，随着有限差分算子长度的增

加，时间空间域常规方法
［２２］和新方法的频散误差

都减小．时间空间域新方法的频散误差在整个犽犺

范围内分布比较均匀，在更广的犽犺范围内保持较小

误差，且可以根据震源频率、空间步长调整需要优化

的波数的上限使得犽犺比较小的情况下频散误差也

很小．

由图４和５可以看出，随速度和时间步长的

００５３
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图３　两种不同方法随算子长度（２犕＋１）增加的频散误差图，其中，狏＝３０００ｍ／ｓ，时间步长Δ狓＝１０ｍ，

空间步长τ＝０．００１ｓ．（ａ）时间空间域常规方法；（ｂ）时间空间域新方法．

Ｆｉｇ．３　１Ｄｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｔｉａｌｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓ２犕＋１

（ａ）Ｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｔｈｅｎｅｗｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

ｗｈｅｎ狏＝３０００ｍ／ｓ，Δ狓＝１０ｍａｎｄτ＝０．００１ｓ．

变化，时间空间域常规方法和时间空间域新方法

的频散误差变化都比较小，因此这两种方法都比传

统方法的稳定性好．

４．２　二维有限差分系数的频散分析

二维声波有限差分的频散关系为［２２］

δ＝
２

狉犽犺
ａｒｃｓｉｎ×

狉２∑
犕

犿＝１

犪犿（ｓｉｎ
２（犿犽犺ｃｏｓ（θ）／２）＋ｓｉｎ

２（犿犽犺ｓｉｎ（θ）／２槡
）），

（１７）

其中，１－δ是频散误差，其值越接近０，频散误差越

小；否则频散误差越大．

图６和图７分别显示了随有限差分算子长度和

角度的变化，时间空间域常规方法和时间空间域

新方法的频散误差．从图６观察到，时间空间域常

规方法在犽犺比较低的时候，频散误差比较小；在犽犺

比较大的时候，频散误差大，各向异性较强．从图７

观察到，时间空间域新方法的频散误差在整个犽犺

范围内分布比较均匀，在犽犺较大的时候，频散误差

也较小，各向异性也较弱．

图４　两种方法随速度变化的频散误差图，速度分别是２５００，３５００，４５００，５５００ｍ／ｓ，犕＝１０，犺＝１０ｍ，τ＝０．００１ｓ．
（ａ）时间空间域常规方法；（ｂ）时间空间域新方法．

Ｆｉｇ．４　１Ｄｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

（ａ）Ｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｔｈｅｎｅｗｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇｍｅｔｈｏｄｗｈｅｎ犕＝１０，犺＝１０ｍ，τ＝０．００１ｓ．

１０５３
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图５　两种方法随时间步长的变化的频散误差图

（ａ）时间空间域常规方法；（ｂ）时间空间域新方法．时间步长分别是τ＝０．０００５，０．００１，０．００２，０．００３ｓ，狏＝３０００ｍ／ｓ，犺＝１０ｍ，犕＝１０．

Ｆｉｇ．５　１Ｄｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐｓ

（ａ）Ｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｔｈｅｎｅｗｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄｗｈｅｒｅ狏＝３０００ｍ／ｓ，犺＝１０ｍ，犕＝１０．

５　数值模拟

５．１　均匀介质的二维声波正演

二维声波正演使用公式（１８）的震源，其中犳０＝

１５０，主频约５０Ｈｚ，震源的频谱如图８所示．

　　　　狑（狋）＝犮ｅｘｐ（－犳
２
０（狋－狋０）

２）， （１８）

其中犮为振幅，犳０ 为震源频率．

图９和图１０是时间空间域常规方法系数和时

间空间域新方法系数的正演快照图．其中，犕＝１０，

介质速度是３０００ｍ／ｓ，时间步长０．００１ｓ，空间步长

Δ狓＝Δ狕＝１０ｍ，网格大小是３００×３００，震源在中

心位置．图９显示了时间空间域常规方法得到的系

图８　二维正演震源的频谱

Ｆｉｇ．８　Ｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅｗａｖｅｌｅｔ

数在５００ｍｓ，９００ｍｓ，１４００ｍｓ时的波场快照图，从

中可以看到明显的空间频散．图１０显示了时间空

间域新方法得到的系数在５００ｍｓ，９００ｍｓ，１４００ｍｓ

的波场快照图，在其他条件相同的情况下，空间频散

明显减小．

５．２　盐丘模型正演模拟

图１１显示了美国勘探地球物理学会的盐丘模

型，其速度从１５００ｍ／ｓ变化到４８００ｍ／ｓ．震源函数

使用公式（１８），其中震源频率犳０ 等于４５Ｈｚ．

图１２显示了空间域泰勒展开法、时间空间域

常规方法、时间空间域新方法的地震记录．其中，

犕＝７，空间步长２０ｍ，时间步长１ｍｓ，对于每个速

度确定有限差分系数．图１２ａ是空间域泰勒展开法

图１１　ＢＰ盐丘速度模型

Ｆｉｇ．１１　ＢＰｓａｌｔｍｏｄｅｌ

２０５３
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图６　时间空间域常规方法频散误差图

（ａ）犕＝２；（ｂ）犕＝６；（ｃ）犕＝１０．参数是狏＝３０００ｍ／ｓ，

犺＝１０ｍ，τ＝０．００１ｓ，θ＝犻π／１６（犻＝０，１，…，４）

Ｆｉｇ．６　２Ｄｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ

ｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｔｉａｌｓａｍｐｌｉｎｇ

ｐｏｉｎｔｓａｎｄａｎｇｌｅｓｏｆｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｓｗｈｅｒｅ犕＝２，６，

１０，狏＝３０００ｍ／ｓ，犺＝１０ｍ，τ＝０．００１ｓ，θ＝犻π／１６

（犻＝０，１，…，４）

图７　时间空间域新方法频散误差图

（ａ）犕＝２；（ｂ）犕＝６；（ｃ）犕＝１０．参数是狏＝３０００ｍ／ｓ，

犺＝１０ｍ，τ＝０．００１ｓ，θ＝犻π／１６（犻＝０，…，４）

Ｆｉｇ．７　２Ｄｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｎｅｗｔｉｍｅ

ｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎ ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｔｉａｌｓａｍｐｌｉｎｇ

ｐｏｉｎｔｓａｎｄａｎｇｌｅｓｏｆｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｓｗｈｅｒｅ犕＝２，６，

１０，狏＝３０００ｍ／ｓ，犺＝１０ｍ，τ＝０．００１ｓ，θ＝犻π／１６

（犻＝０，…，４）

３０５３
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图９　时间空间域常规方法正演的快照图

（ａ）５００ｍｓ时的快照；（ｂ）９００ｍｓ时的快照；（ｃ）１４００ｍｓ时

的快照．参数是速度等于３０００ｍ／ｓ，Δ狓＝Δ狕＝１０ｍ，τ＝１ｍｓ．

Ｆｉｇ．９　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｕｓｉｎｇｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ

ｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ

狏＝３０００ｍ／ｓ，Δ狓＝Δ狕＝１０ｍ，τ＝１ｍｓ．

图１０　时间空间域优化方法正演的快照图

（ａ）５００ｍｓ时的快照；（ｂ）９００ｍｓ时的快照；（ｃ）１４００ｍｓ时的快

照．参数是速度等于３０００ｍ／ｓ，Δ狓＝Δ狕＝１０ｍ，τ＝１ｍｓ．

Ｆｉｇ．１０　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｕｓｉｎｇｔｈｅ

ｐｒｏｐｏｓｅｄｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ

狏＝３０００ｍ／ｓ，Δ狓＝Δ狕＝１０ｍ，τ＝１ｍｓ．

差分格式的地震记录，频散明显；图１２ｂ是时间空

间域常规方法的地震记录，频散也很明显；图１２ｃ是

时间空间域新方法的地震记录，频散得到压制．

Ｅｔｇｅｎ
［１８］的方法也能达到图１２ｃ相似的结果，但是

４０５３
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图１２　盐丘模型地震正演模型图

（ａ）空间域泰勒展开的地震记录；（ｂ）时间空间域传统方法的地震记录；（ｃ）时间空间域新方法的地震记录．

Ｆｉｇ．１２　ＳｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅＢＰｓａｌｔｍｏｄｅｌ

（ａ）ｔｈｅＴａｙｌｏｒｅｘｐａｎｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｔｈｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎ；（ｂ）ｔｈｅＴａｙｌｏｒｅｘｐａｎｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｔｈｅｔｉｍｅｓｐａｃｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ；（ｃ）ｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄ．

Ｅｔｇｅｎ方法使用高斯牛顿迭代方法确定有限差分

系数，对于大的速度模型的每个速度使用其方法，仅

系数就需要较长的计算时间．

６　结　论

本文在时间空间域常规方法确定声波方程有

限差分系数基础上，引入了在时间空间域内特定波

数点满足频散关系为准则确定声波方程有限差分系

数的方法．方法本身无需在波数方向上进行泰勒展

开近似，而是通过震源频率、波速和网格间距确定波

数上限，同时考虑了波场在不同传播方向上的频散

关系，这会使得新的差分格式不仅能在更大范围符

合波场传播规律，也会使数值各向异性问题得到处理．

５０５３
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通过分析时间空间域常规方法、时间空间域

新方法在一维、二维的频散误差，以及二维的地震波

数值模拟，验证了本文提出的新方法的有效性．因

此，时间空间域特定频率点满足频散关系的方法可

以代替空间域泰勒展开法用于地震的正演、逆时偏

移中，以提高地震波数值模拟的精度和效率．

致　谢　感谢审稿人对文章内容和格式提出的良好

建议，感谢编辑老师对文章的排版、修正．
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